9.3. Wyznaczanie przemieszczen w ustrojach plaskich

Metod¢ wyznaczania przemieszczenn objasnimy na przykladzie plaskiego ustroju
(rys. 9.20a), w ktérym chcemy na razie znalezé poziome przesunigcie dfp wywolane zaloZong
Z gory deformacjg jednego tylko elementu EF. Deformacja ta sklada si¢ ze wzglgdnego
obrotu przekrojéw E i F o kat d#, rozsunigcia ich o du i prostopadiego do osi pregta prze-
sunigcia dwy. _ /

Postawjone zadanie mozna rozwiaza¢ wykreélnie. Traktujac przekr6j E jako baze,
wrysowujemy zdeformowany element EF, a potem dopasowujemy do przemieszczonego
przekroju F' nieodksztalcofia reszte, tj. czesé FCD.

Zamiast tej niedok¥2dnei metody wykreslnej stosujemy rozwiazanie analityczne metodq
Maxwella—Mohra. W tym celu (zupelnie niezaleznie od pierwotnego ukiadu sit) obcigzamy
ustréj w punkcie D.jednostkowq pozioma sita P, =.1 N, a wiec majaca kierunek poszu-
kiwanego przesunigcia (tys. 9.20b). Sila ta wywoluje w utwierdzonym przekroju 4 reakcje,
a w innvch odpowiedni wysilek zapewniajacy przy myslowym przecigciu réwnowage
kazdej czesci ustroju. W nieskoriczenie bliskich przekrojach E i F skltadowe tego wysilku sa:
moment gnacy m, sila tnaca ¢ i wzdluzna n. Skladowe te ujawniaja si¢ jako sity zewnetrzne,
gdy usuniemy myslowo element EF, przy czym czg¢éci ABE i FCD zostajg w réwnowadze.
Ten ostatni fakt ujmiemy w zaleZnosé oparta na znanej z mechaniki zasadzie prac przygo-
towanych. Zasada ta glosi, Ze warunkiem koniecznym i dostatecznym réwnowagi ukladu ma-
terialnego jest, zeby suma prac wszystkich sil (zewnetrznych i wewnetrznych) na dowolnym
przesunigciu przygotowanym, tj. zgodnym z narzuconymi wigzami, byla réwna zeru. Dla
badanego tu ukladu sit P, =1N,mtin przyjmiemy jako przesunig¢cia przygotowane
uklad przemieszczen z zadania pierwotnego (rys. 9.20a). W tej sytuacji prace przygotowane sa
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Rys. 9.20. OkreSlenie przemieszczenia ustroju przy uzZyciu zasady prac przygotowanych

odpowiednio 1-dfp, —md#, —rdwy i —ndu, a ich suma'™’ w badanym tu stanie réwno-
wagi jest réwna zeru, czyli ‘
' 1dfp—mdd—tdwy—ndu =0,

.skad mamy poszukiwane przesunigcie poziome punktu D
dfp = (mA)d?+ (/1) dwr+(n/)du, (a)

przy czym wartofci liczbowe (m/1), (¢/1), (n/1) sa nadal réwne m, ¢, n, natomiast ich miana
N m/N badZ N/N oznaczaja stosunck danej sktadowej wysitku do jednostkowego obcia-
Zenia. ,
Rozszerzmy teraz pierwotne zadanie i zaléZzmy, Ze wymuszong deformacje dé, da,
dw; ma element G, a nie EF. Postepujac jak poprzedmio okre§limy nowe poziome przesu-
ni¢cie punktu D ; ' '

dfp = (m/1)dd+ (/1) dw,+(H/1) diz, (b)

gdzie m, 1, 1 — sktadowe wysitku w elemencie G odpowiadajace tej samej sile P, =1N.
Jezeli deformacji ulegaja jednoczesnie elementy EFi G, to wypadkowe poziome przesunigcie
punktu D jest wedtug zasady superpozycji algebraiczna suma wyrazen (a) i (b). Uogdlniajac
to na przypadek‘ deformacji wszystkich elementéw pierwotnego ustroju, otrzymamy

fo=[dfp= [mds & [ edw,+ J nau, | 9.1)

jako calkowite poziome przesunigcie punktu D. Catkowanie (sumowanie) obejmuje tu
wszystkie prety ustroju. Zmienna niezilezna jest wspdlrzedna s okreSlajaca polozenie

(1) W bilansia.tym nie ma pracy reakcji, gdyz utwierdzony przekr6j A4 nie ma zadnego przemiesz-
czenia. ’
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przekroju, a jej funkcjami zadane z géry d#®, dwr i du oraz odpowiadajgce P, = I N
 wielkosci m, t i n, ktérych miana, jak mdwiono, sa Nm/N oraz N/N.

Zaleznos¢ (9.1) wynika z samych tylko zasad statyki, jest wigc stuszna niezaleznie od
. tego, czy material jest spreZysty, czy nie, oraz niezalesnie od przyczyn-wywolujgcych de-
formacje, gdyz stanowi ona analityczny odpowiednik metody wykreslnej majacej te wiasnie

Rys 9.21. Okreslenie elementamych odksztalcenn odcinka preta

cechy. Najwigksze Jednak znaczenie ma przypadek, gdy badany ustroj (rys 9.20a) jest
sprezysty i przyczyna jego odksztalcenia jest obcigZenie P,, P,, M*, wywolujace w prze-
krojach elementu EF wysitek o skladowych M,, Ni T (rys. 9.21). W wyniku tego przekrOJe
elementu ulegaja

obrotowi o kat d¥ = dsfe = M, ds/EJ,, - (®
rozsunigciv o  du = Nds/EA ‘ (d)

oraz przesunieciu dwy wywolanym napreZeniami t od sity T. Gdyby rozkiad 7 byl rowno-
mierny, czyli T = 1, = T/A, to przekrdj zostalby plaski i wtedy byloby dwr = (74,/G) ds =
= Tds/GA. Przy nieréwnomiernym rozkladzie 7, ale plaskim przekroju, byloby dwy =
= Pmax 45 = Tmax 95/G. W rzeczywistoéci (rys. 5.37) przekrdj nie zostaje plaski i szukane
dwr jest mniejsze niz ta druga warto$¢, ale wigksza od pierwszej, co wyrazamy piszac, Ze

dwr = yT ds/GA, | - (©

gdzie bezwymiarowy wspélczynnik y zalezy od ksztattu przekroju. Zgodnie z tym, co po-
wiedziano, mamy 1 < y < (Tpa/7sr) 1 na przyklad dla przekroju prostokatnege y = 6/5,
dla kolowego y = 32/27 itd. (patrz takze zadanie 12 art. 9.4).

Wstaw1a14c teraz wymkx (c), d) i (e) do (9.1) otrzymujemy

Mmds wTtds | Nnds
el ca ‘) Ea’ -2

jako ogé]ne wyraZenie przemieszczenia f w plaskim ustroju. Wyrazema podcaikowe s
przy tym dodatnie, gdy sktadowe wysitku M, i m, Ti t, N i n maja odpow1edmo zgodne
zwroty, tak bowiem wynika z catoéci przeprowadzonych rezwazan. Dodatnia wartesé f
oznacza, e przemieszczenie to ma kierunek zgodny z sita P, = 1 N, gdyz tylko wtedy

- praca jej jest dodatnia, jak zaloZono.
Zasadnicza idee metody Maxwella-Mobhra, tj. wprowadzeme Jednostkowe] sity P,
mo2na przyréwnaé¢ do pomiaru warsztatowego (rys. 9.22). I tak, chcac zmierzyé poziome
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przesunigcie punktu D ustroju, umocujemy na 'poleZu zegarowy czujnik, ktérego prze-
suwny trzpiefi napedzajacy wskazowke dotyka tego punktd. Kierunek trzpienia musi by¢
poziomy, gdyz tylko wtedy jego przesuw odpowiada zamierzonemu pomiarowi. Zrozu-

Rys. 9.22. Analogia sit jednostkowych do pomiaru warszatowego

miala jest przy tym réznica migdzy obciazeniem P,, P,, M* wywolujacym odksztal-
cenia obiektu a czujnikiem jako elementem pomiarowym. Poréwnujac ten opis z poprzed-
nimi rozwazaniami widzimy calkowitg analogie, z tym ze w pojgciach statyki rolg czujnika
spelnia jednostkowa sita P, o kierunku, ktéry zdolny jest ,,pomierzy¢’” szukane przesu-
nigcie.

Stosujac te analogle widzimy, ze dla pomiaru plOIlOWCgO przesuniecia punktu D trzpien
czujnika musi byé pionowy i musi dotykaé punktu D. Tlumaczac to na pojecia statyki
powiemy, ze dla obliczenia pionowego przesunigcia punktu D nalezy w nim przylozyé
" pionowg jednostkowa sile spelniajaca rol¢ czujnika, a wugc majgca zupelnie inng role
. niZ rzeczywiste obciaZenie ustroju.

W podanym przykladzie oraz innych zadaniach tego typu mozna wyodrebni¢ trzy
etapy. Pierwszy z nich, to odpowiedni dobdr sily jednostkowej P, ,,mierzacej’, jak na
rys. 9.20b, poszukiwane przesunigcie, tj. poziome, punktu D. Etap drugi, to okreslenie,
jak podano w art. 9.1, przebiegu M,, 7T i N dla rzeczywistego obciaZenia ustroju oraz
przebiegu m, t i n dla obcigZenia sita (czujnikiem) P, = 1 N. Wynikiem tego etapu sa
badz wykresy, jak na rys. 9.3, quz’ funkcje M,(s), ..., n(s) wspoirzednej s cechujgcej

~ polozenie przekroju. Etap ostatni, to obliczenie calek wyrazenia (9.2). Gdy prety ustroju
majq stale sztywnoséci EJ,, EA i GA, wéwczas funkcje podcalkowe sa tloczynem dwoch

funkcji, np. M,(s) m(s). Bardzo czesto co najmniej jedna z tych funkcji jest liniowa | wtedy
obliczenie jest uproszczone, gdyz calka jest typu

52

[ Y re)ds,

51
gdzie Y{s5) —dowolna (nieliniowa, lamana, nieciagla itp.) funkcja s (rys. 9.23), za$

15 Wytrzymalos¢ materialow
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y = as+b — liniowa w calym przedziale s, s,. Wartos¢ calkit”

[ Y©y©)ds = Fe 9.3

51

17
o S ————

T -

!

0 5 S 8

52
Rys. 9.23. Uproszczony sposdb okreslenia catki fYyds

5

jest po prostu iloczynem pola F nieliniowej funkcji Y przez te rzednq yc funkcji liniowej y,
ktora odpowiada odcigtej sc $rodka, cigzkosci pola F. Z tej tzw. reguly Wterleszczagma
bedziemy czgsto korzystaé. Niektore wartosci calek podane sa w tabl. 9.1.

Zadania

1. Okresii¢ pionowe przemieszczenia punktéw A i B pryzmatycznej belki (rys. 9.24) o przekroju
kotowym wywolane silg P.

Rozwigzanie. Pierwszy etap polega na wprowadzeniu w przekroju A jednostkowej sity pionowej
= 1 N, jako ,,czujnika” mierzacego szukane przesunigcie. W etapie drugim wyznaczamy skladowe
wysnlku przekroju D )
My,=P(U-x), T=P, N=0 oraz m=(—x) Nm/N, =1 N/N, n=0,

T T
A %C

B.=1N

l Z e A
R L.
o Pl PU-X) A 1 i 1(l—x) Eﬁ:%:::%ﬁuni—‘
" ] W o
. P 'Zl : @ t=1 t=1 t=0
7 % . . b
T : . A C B L

Rys. 9.24. Przykiad obliczenia ugige belki

() Przebieg catkowania jest nastepujacy:
S3 52 S2 N
[ Y@ (@s+hds=a [ Ysds+b [ Yds=(asc+h) F,
5 Sy St
przy czym | Y5 ds jest momentem statycznym pola F — J Y ds wzgledem osi rzgdnych i wobec tego
moment ten jest rOwny Fse, gdzie sc — odcigta $rodka ciezkosci pola F, a z rysunku ye = asc+b.
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jako funkcje x stuszne w calym przedziale (0, /). W etapie trzecim funkcje te podstawiamy do (9.2) i cal-
‘kujemy

: P(—x)(I—x)dx P 1 dx PI? wPl!
= + - 0 = 5
Ja J EJ, J " 3EJ, A

O

przy czym wielko$ci M, i m, Ti t wstawiono ze znakiem plus, gdyz ich zwroty sa odpowiednio zgodne.
Szukane przesunigcie f, jest suma dwéch skladnikéw. Pierwszy jest identyczny z wynikiem (5.25),
drugi reprezentuje, pominiety w rozdz. 5, wptyw sily tnacej na ugiecie belki. Poniewaz G = E/2 (1+),
a dla przekroju kolowego J, = nd*/64, A = nd2/4 oraz v == 32/27 == 1,185, zatem poprzedni wynik
ma postaé .

fo— PP (1+ WE J,)z PP [1+ 4(1+v) (1)2] _ PP [1+o,58(i)2],
3EJ, G Al*? 3EJ, 9 i 3EJ, {

' przy czym w ostatnim wyniku przyjeto » = 0,3. Widac¢, ze wplyw sily tnacej jest rzedu (d/)* w stosun-
ku do jednosci i gdy //d> 8, wowczas wplyw ten nie przekracza 1% wartosci klasycznei, tj. PI>/3EJ,.

Podobnie okre§lamy przemieszczenie punktu B wprowadzajac w nim ,,czujnik” P, == 1 N i budujac
wykresy m, . Stosujac regule -Wierieszczagina musimy jakc funkcje y wzia¢ M, i T, a jako Y funkcje
m i t, gdyz te ostatnie nie sa w Scistym znaczeniu liniowe [m (x) jest lamana. ¢ (x) — nieciggtal. Pole
FEm =050/2)(/2) =12/8, a rzqdna ( yc)M == §PI{6, bo srodek ciezkosci wykresu m (x) ma odcieta
xe = /6. W wyniku a

[ (M, m{EL) dx = (1/EL,) (*[8) (5P[6) = SPI*[48EJ, .

Analogicznie fv,aTt dx/GA = wPI2GA, a wynik koncowy _
fs = (SPPR/48EJ,) [1+(32/45) (1+v) (d/D)?*] =~ (SPI3/48EJ,) [1+0,93 (d]1)*]

ma podobny sens jak poprzednio. Dodatnie wartosci f, i fs $wiadcza, ze maja one kierunek zgodny
z odpowiednimi ,,czujnikami” P,.

T=+090kN
T=+BKN

p_F=M
afm——

1=—0,224N/N

.

Rys. 9.25. Przvkiad liczbowy
Dane: J, = 328 em® 4 = 142cm?, v = 2,0, E==2,6G = 2-105 MPa, L, == Iy = 1,68 m,

2. Okresli¢ calkowite przemieszczenie punktu D ustroju [ z rys. 9.9, przyjniuja;: jednakowa sztyw-
nosé pretdw, jak na rys. 9.25.

Rozwiazanie. Rozpoczynamy od okreslenia przesuniecia poziomego. W tym celu obcigiamy
ustréj ,,czujnikiem” P, = 1 N (rys. 9.25b). W etapie drugim robimy jak poprzednio wykresy M,, ..., t.
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Z racji stalych sztywnosci catkujemy wedlug reguly Wierieszczagina. I tak

pret AB pret CB prgt BD
- gt b
. 3. 3.
M, mds _ 1 [(1,5 10°-1,68 3_0’375)_4_ (75 10°-1,68 0375)+ 0 ]
EJ, 2-10'1.328-10-8 2 3 2 3
pole rzedna ' pole rzedna

skad mamy wartosé 2,88-10-* m == 2,88 mm. Podobnie

d R 1 pole rzgdna pole rz¢dna

Nnds _ 103 - _ — .103 . _

EA = 2.10'1-14.2-10-3 [(11,63-10 t1,6$)( 0,448)+(—8,95-10%-1,68) ( 0,448)+ 0 1,
pret AB pret CB ' pret BD
pole rzedna pole . rzedna

f wTtds 20 1900-1,68) (0,224) +(_4460-1,08) (_0,224)+ 0 1,
7,7:-101°-142-10—* e
B i pret AB pret CB prgt BD

skad odpowiednio mamy —0,01 mm i 0,04 mm. Poziome przesunigcie jest 2,88—0,0140,04 =
= 2,91 mm > 0, a wiec zgodne jest z sita P.. ‘

Przy okreSlaniu pionowego przesuniecia punktu D obcigzamy ten punkt pionowa sila P, (I etap).
Wykresy M,, N i T zostaja te same, wykresy m, n i t maja postaé jak M,, ..., a rzedne zmniejszone
w stosunku P./P = 1/6-103. Wykorzystujqc to oraz biorac dane z tabl. 9.1 mamy

M, mds _ __1__(_1500 ozs -1,68-+ 1 7500-1,25 - 168—|————6000 1- 1):11,37 mm
EJ, 636-10° 3

pret AB ' pret CB pret ‘BD

i podobnie .dwa pozostale sktadniki 0,21 i 0,11 mm. Pionowe przesunigcie 11,37+0,2140,11 =
= 11,69 mm > 0 ma kierunek do dotu. Calkowite przemieszczenie punktu D jest suma geometryczna
obydwdch przemieszczen skladowych i wynosi ;

fo = V(AL,697+F2,91)* = 12,08 mm .

Z obydwodch zadad wynika, ze w poréwnaniu z momentami gnacymi wplyw sit tnacych i wzdtuznych
na przemieszczenia jest pomijalny, a wigc

przemieszczenia w ustroju z pretéw smuklych przy jednoczesnym ich zginaniu, Scinaniu i rozcigga-
niu s3 z techniczng dokladno$cia réwne pierwszemu tylko skladnikowi wzoru (9.2), czyli

M, mds
e | A 94
- [ e
M* 1 p* ih m'
Ny Z
B <F - C B 4 I c BT H]e B rrTTITIC
< S'M* m Ez’l-i 1-—1-\5
1 == A 2
l M, ‘ p= s =
A E‘f EZ A E1 lEZ ' 0 A E1 EZ D 1'?} h'hJEZ

)

4 J j R A= T Rew

Rys. 9.26. Okreslenie przemieszczenrn wzglednych

3. Okresli¢ z techniczna doktadnoécia pionowe i poziome rozsunigcie si¢ przekrojow E,, E, ramy
(rys. 9.26). EJ, = tonst.

~ Rozwigzanie. Poziome przesunigcie przekroju E, ,,mierzy” przyloiona w nim pozioma sita P, =

= 1 N skierowana na prawo. Przylozona w przekroju E; sita P. = 1 N , mierzy” przesuniccie jego
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L J
na lewo. Rozsuniecie si¢ poziome E; i E, jest suma tych sktadnikdéw, a wigc ,,czujnikiem” jest jedno-

czesne obciazenie przekrojéw dwiema przeciwnymi sitami P..
W etapie drugim robimy wykresy M, i m, jak podaja rysunki, a nastgpnie (etap IiI) obliczamy
z wzoru (9.4) i (9.3)

1 3M* 30 1 M* 1 | M* 1k
fpoz _____ ( - h) - - .
2 4 4 2 4 4 EJ, 4AEJ,
pole Fu W prgcie BC rzedna ye¢

Ujemna warto$¢ wyniku oznacza, ze praca sit P, jest ujerrina,awiqc przekroje E; i E, nie rozsuwaja sig,
lecz schodza sie. )

Rozumujac podobnie okreslimy pionowe rozsuniecie sie¢ £, i E,, gdy ,,czujnikiem” jest uklad dwu
sit pionowych P. = 1 N. Po zrobieniu wykresu m’ i wykorzystaniu tabl. 9.1 otrzymujemy

1 [13 l 30,1 M* [, 1 1)1 M* 2
ton = — = M2 ) P 2 - = :
Joi EJ, [6 4 (2 4) te 4 ( 4+2) 4] 96EJ,

odcinek BF odcinek FC

Wynik fpien > 0 oznacza przesunigcie E; wzgledem E, do géry.

23

. Rys, 9.27, Do zadania 4; A, =20 cm?, dla reszty pretow 4 = 10 cm?

4. Obliczyé wypadkowe przemieszczenie qula B stalowej kratownicy obcxazonej sitami 50 kN
i 40 kN (rys. 9.27). E = 2-10° MPa.

Rozwiazarnie. W kratownicy prety sa tylko rozciqgane fub Sciskane, wobec czego z wzoru (9.2)
zostaje tylko ostatni sktadnik. Ponadto w precie i-tym N, = const, n; = const oraz 4, = const i wtedy

f Nyn;ds/fE4; = N:n, LJEA,,
‘ .

gdzie I; — dlugosé i-tego preta. Wartosé wyrazenia (9.2) jest suma takich skladnikéw dla wszystkich k&
pretow kratownicy, skad

k .
Nyn Iy :
[ o= 4 (9.5)
1
Calos¢ obliczen ujmujemy w ponizszej tablicy. Pierwsze trzy kolumny to numeracja i dane geometryczne
pretow, Kolumny 4 i 5 podaja sity N, odpowiadajace rzeczywistemu obcigzeniu i wywolane tym
wydluzenia Al; = N, I;/EA,. Kolumna 6 to sity nj(N/N)dla ,,czujnika”, tj. pionowej sity P, = 1 N przy-
lozonej w wezle B. Wreszcie w kolumnie 7 mamy iloczyny #; Al,, ktérych suma to szukane pionowe
przesuni¢cie wezla B. Dodatnia wartos¢ $wiadczy, Ze przesunigcie to zachodzi do dolu.
Obciazajac podobnie wezel B pozioma sita P, = 1 N obliczamy odpowiednie r}” oraz n; Al i w wy-
niku (suma kolumny 9) mamy poziome przesunigcie wegzta B zachodzace na prawo. Wypadkowe prze-
mieszczenie jest geometryczna suma skladowych i wynosi

fs = /(2,432 +(—2,87)> = 3,76 mm .
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2
N‘I‘ ’ , ’ I
Pret A A N, EA, n, n, Al n; n, Al
nr m cm? kN mm N/N mm N/N mm
I 3,0 10 +1,9 +0,03 —0,50 —0,02 —0,50 —0,02
2 3,0 10 ~23,1 —0,35 0 0 0 0
3 3,0 10 +96,2 +1,44 +0,58 0,83 —1,00 —1,44
4 3,0 20 —96,2 —0,72 —0,,58 042 - 1,00 —-0,72
5 3.0 10 +46,2 +0,69 +0,58 0,40 —1,00 . —0,69
6 3,0 i0 —46,2 —0,69 —1,16 0,80 0 0
7 3,0 10 +46,2 +0,69 0 0 0 0
YAl = DY AVES
= 2,43 mm = —2,87 mm

5. Jak zmieni si¢ wynik zadania 4, gdy obciazenie zwigkszymy m razy, a pola przekroj6bw zwigkszy-
my » razy?

Odp. Zmieni si¢ w stosunku (m/n) razy.

6. Nie obliczajac szczegélowo okreslic jak (do gory, na lewo itp.) przesuna si¢ punkty 4 podanych
ustrojow (rys., 9.28)?

a) b) 0
) % 1 P P
2 [ —= p . e [ —
2::% f ™
My=PL— T : m - -e-_z—--.—.z—&'—[-—ﬂ B Py
B = » ' : AT )
] | g 1 4
A 7 ph=L
fe— —-u-b‘A T ' » . |
: P.=N -~ —>
Rys. 9.28.

Odp. a. Do dolu, gdyz M, i m maja przeciwne znaki i przesuniecie f odpowiadajace pionowej sile P,
jest ujemne; podobnie obcigzajac punkt 4 pozioma P. = 1 N skierowana na lewo mamy wszedzie
jednakowe znaki M, i m, a wigc punkt A4 przesunie sie na lewo.

b. Do gbry, poziomo nie przesunie sig.

<. Pytanie jest bez sensu, dopoki nie unieruchomi sig ustroju jako ciata sztywnego. Zaleznie od unie-
ruchomienia punkt 4 ma rézne przemieszczenia. Gdy utwierdzi¢ przekréj B, punkt A przesunie si¢
do dolu i na prawo (patrz rys. 9.28a), gdy w narozu C jest podpora przegubowa nieprzesuwna, a w D .
przegubowa dajaca swobode pionowego przesuwu, wOwczas przesquCIe A jest na lewo bez skladowej
pionowej (o ile pomina¢ wplyw sit N) itd.

9.4. Wyznaczanie przemieszczen (c.d.):
uogdlnienie wynikow

Metoda Maxwella-Mohra (w skrocie M-M) moZna wyznaczaé nie tylko przesunigcia
punktow ustroju, lecz i inne wielkosci, jak kat obrotu przekroju wzgledem podioza.
wzgledne przemieszezenie katowe lub liniowe dwoch roznych przekrojéw itp. Warunkiem
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tego uogdlnienia jest wprowadzenie zamiast sily P. innych jednostkowych obciazen.
Pamigtajac, ze metoda M—M opiera si¢ na zasadzie prac przygotowanych, jako kryterium
doboru tych nowych obciazen przyjmiemy tez pojecie pracy. I tak, jesli « oznacza szukane
przemieszczenie, to odpowiadajacy jemu jednostkowy uklad obcigzenia I, = 1 jest ten,
ktérego praca przygotowana na tym przemieszczeniu jest

L,=],2=1.a Nm. (9.6)

Rys. 9.29. Przykiady okreslenia jednostkowych uogdlnionych sit odpowiadajacych zadanym uogél-
nienym wspolrzednym

Poniewaz w tej definicji « moze oznacza¢ réine rodzaje wielkosci (kat obrotu, przesu-
nigcie-itp.), nazywamy « uogdlnionym przemieszczeniem lub uogdliionq wspolrzednq. Obcia-
zenie ] zwigzane z « zaleznoscia (9.6) jest uogdlnionq silq wspdtrzednej «. Wartos¢ I, = 1
nazywamy jednostkowa uogdlniong sita wspol-
rzednej, a.

Dla przykladu: uogdlniona sila odpowia-
dajaca katowi 9 (rys. 9.29a), tj. obrotu przekroju
C wzgledem podloza, jest obcigzenie zloZzone
Z momentu MZ =1 N mireakcji R, = Rz = /I,
gdyz jego praca L = ME8. = 1-9c spehia
kryterium (9.6). Podobnie katowi &¢p wzgled-
nego obrotu przekrojow C i D (rys. 9.29b) odpo-
wiada uogdiniona sita w postacn dwdéch prze-
ciwnych momentdéw MC = M}y =1Nm przy- ' stan koncowy
lozonych w tych przekrojach. Zauwazajac bo- . o poczgtkowy
wiem, Zze dcp = dc—9p, mamy spelnienie wa-
runku (9.6) ' Rys. 9.30. Analogia mechaniczna do jedno- -

stkowego obcigzenia momentem w punkcie C
L=MEN ~M}O,=1-(Fc—0p)=1-Y¢p. ! g

W zastosowaniu do badania przemieszczen pojecie uogélnionej sily mozna przyréwnaé
do czujnika reagujacego tylko na dany rodzaj przemieszczenia. Dla przykladu: w po-
ziomnicy (rys. 9.30) barika powietrza reaguje tylko na obrét o kat ¥, a nie reaguje zupelnie
na przesupigcie CC’. Nie wplywa to jednak na postgpowanie, ktére zostaje jak podano
w art. 9.3. I tak, chcac znalezé kat obrotu naroza C w ustroju (rys. 9.20a) obciazamy to
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naroze jednostkowym momentem M:’= I N m. Odpowiadajace temu wielkosci m, 1, n sa
oczywiscie inne, niz gdy ,,czujnikiem” byla sila P, (rys. 9.20b). Dalsze jednak etapy, jak
badanie wplywu deformacji jednego elementu EF, obliczenie pracy (wzdr a z art?”9.3),
zostaja bez zmiany, z tym 2e praca jednostkowego obciazenia jest teraz ,

M*dd, = 1dd,, (a)

gdzie d¥: — kat obrotu naroza C odpowiadajacy deformacji elementu EF. Po dalszych

przeksztalceniach otrzymujemy wynik : '

M, mds n pTtds + Nnds
EJ, GA ') EA

Do = (b)
bedacy kopia wzoru (9.2), z tym ze wielkosci m N m/N m, t N/N m, n N/N m odniesione
sg teraz do innej jednostki uogdlnionego obciazenia, tj. M} =1 Nm. Te sama zgodnosé -
otrzymamy i dla innych sit uogolnionych, z tym e lewa strona wzoru {9.2) jest odpo-
wiednig dla danej sity uogdlniong wspétrzedna, a wielkoscl m, ¢, n w prawej stronie wzoru
maja kazdorazowo miana

Nm N N
m miano sily §°? t miano sily }° h miano sily |°
nogdinionej uogélnionej uogolnionej

W éwietle tych uogdlniefi podstawowa zalezno$é (9.1) i wynikajacy z niej wzér (9.2)
ujimujemy, jak nastgpuje: szukana uogdlniona wspdirzedna jest rowna liczbowo pracy skla-
dowych wysitku wywelanych uogdinionq dla tej wspolrzednej silq jednostkowq na odksztalce-

niach wywolanych rzeczywistym obciqzeniem.
i
dvr i.
T

&y

Rys. 9.31. Okreslenie pracy posiczegolnych sktadowych wysitku wywolanych uogélniong sita jednostko-
wa, na przemieszczeniach wywolanych obciaZeniem rzeczywistym

Wykorzystujac te regule rozszerzymy metod¢ M-M na ustroje przestrzenne. Jesli
bowiem w elemencie takiego ustroju (rys. 9.31) rzeczywiste obcigZzenie wywoluje odksztal-
_.cenia d®, dy, de, du, dwy, dv;, a odpowiednia jednostkowa uogodlniona sita daje skltadowe
wysitku my, m,, mg, n, t, i t,, to elementarna praca obliczona wedlug powyzszej reguly
Jest

mydd-+m. dy+mdptndutrt.dwort,do,
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a szukane przemieszczenie f jest suma tych prac, czyli

f= [ n,d9+m.dg+m,dp+ndu+t,dwrtt,doy). 9.7)
Dla ustroju spre¢zystego odksztalcenia d#, ..., dvr sa zwigzane ze skladowymi M, ..., T,
wysitku wywolanego rzeczywistym obcigZzeniem nastepujacymi znanymi juz zaleznosciami:
M, ds M.ds M. ds
dd =2 dy="", dg=—"",
E;, > YT TE] ="
_ Nds _ y.T.ds _ w,T,ds
du=—737> dr=—gi— ="

gdzie J,, J.—glowne centralne momenty bezwladnosci przekroju, C — sztywnos¢ na
skrecanie, 4 — pole przekroju. Po podstawieniu tych zaleznoéci do (9.7) mamy

5= f(M m, M m. M m, Nn v, 1,1, + v, T, 1, )ds

EJ, C * EA + GA GA

(9:8)

jako uogdlnienie wzoru (9.2). Z licznych rachunkow okazuje sig¢, ze podobnie jak w ustro-
jach plaskich, trzy ostatnie sktadniki wzoru (9.9) sa pomijalne w poréwnaniu z trzema
pierwszymi i dlatego w wigkszosci zagadnien przyjmujemy przyblizenie

7~ (M R ©.9)

LJ, C

A8 warstwa obojetna
SRR of preta -
N g5
$ ¢

Rys. 9.32. Wyznaczenie przemieszczen w precie silnie zakrzywionym

pod warunkiem, ze te momenty nie s3 tozsamosciowo réwne zeru. Jesli, jak w kratownicach,
jedynymi skladowymi wysitku sa sily N, to czionu Nn/EA nie wolno zaniedba¢, gdyz
oznaczaloby to fizyczny nonsens, tj. meodksztalcalnosc ustroju.

Te same wzory (9.8) badz (9.9) stosujemy dla pretéw slabo zakrzywmnych w ktérych
rozklad naprezen z techniczng dokladnoscia jest jak w pretach prostych (patrz art. 6.6).
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Dla pretow silnie zakrzywionych (rys. 9.32a) przy okresleniu odksztatcen elementu CD nalezy uwz-
glednié, ze warstwa obojetna jest przesunieta o odcinek e do srodka krzywizny. Sity N wywolujg tu nie
tylko wydtuzenie duy = N ds/EA, lecz i obrot przekrojow C 1 D o kat ddy = dun/r, gdyz naprezenia
o = N/A powoduja rézne wydtuzenia wldkien z racji ich roznej dlugosci. Podobnie moment M, wywo-
tuje obrot przekrojow C i D o kat‘? :

déy = (ds/r) [(eo/0) — 1]
-oraz wydluzenie duy = e d?y. Poniewaz z art. 6.6 wiemy, ze (po/o,)—1 = M /EAe, w wyniku cal-
kowite odksztalcenia du i d# sa

Nds  M,ds ‘ M,ds . Nds
du=d -d o ___.'L_ dﬁ o dﬁ dﬂ — g™ . c
= dunctdie = = - M = ey TTEar ©

Na koniec, z uwagi na mala jego wartosc, przyjmujemy przesunigcie dwr = y T ds/GA, jak dla pre-
" tow prostych.

Dalsze etapy postgpowania sa podobne do juz opisanych. 1 tak, dla wyznaczenia poziomego prze-
suniecia dunktu 4 obcigzamy go ,.czujnikiem” P, = 1 N (rys. 9.32b), okreslamy wielkosci m, n, t
i obliczamy ich prace na odksztalceniach d#, du, dwr otrzymujac poszukiwane przesunigcie f jako

_ r (M,+ Ne)ymds N M,\ nds yJTr - :
= +—t + ds, 9.10
= et ( ) Ea t ead .10

gdzie calkowanie obejmuje cala dlugo$c preta.

~ Jako ostatni przyktad zastosowania metody M~M rozpatrzmy tarcz¢ sprezysta o grubosci 8 (rys. 9.33a),
w ktérej dane obciazenie Py, P, ..., M* wywoluje naprezenia o,, o, i 7. Chcac znalezé towarzyszace
temu obcnazemu przesunigcie punktu E w kierunku Fe wykonamy czynno$é pomocnicza polegajaca
na przylozeniu ,czujnika™ P, = 1 N (rys. 9.33b), w wyniku czego powstaja w tarczy naprezenial®

b) =1

_L” &
F-';

X
A% %g

Rys. 9.33. Zastosowanie zasady prac przygotowanych dla ustroju dwuwymiarowego

G,, 0,1 7. Przyjmijmy przy tym, ze wszystkie le naprezenia, tj. 0y, ..., T, bedace na ogédt funkcjami x
i y, sa znane, a wiec znane sa tez odksztalcenia

&x = (0,—va)JE, & =(06,—vo)[E, y=71/G (d)
kazdej elementarnej kostki (art. 7.5). Obliczmy teraz prace elementarnych sit o, dy é, 0,dx di vdx §
oraz 7 dy & wywotanych ,,czujnikiem” P, na odpowiednich przesuni¢ciach &, dx, ¢, dy i y dy odpowia-
dajacych rzeczywistemu obciazeniu. Widaé od razu, ze praca sit o.dyd jest

&,dyé"e,dx = g, & 0 dx dy

(12 Symbole go i go 0znaczaja prormeme krzyw1zny warstwy obojetnej przed i po odksztalceniu

(rys. 6.28). .
(2) Tch miana odniesione do jednostki P. sa N/m? N = 1/m?2.
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i podobnie praca sit o, 4 dx jest o, £, 8 dx dy. Z czterech sit stycznych pracg 70 dx dy wykonuje tylko
sita v dx & dzialajaca na przesunieciu y dy boku be, gdyz bok ad przyjeto nieruchomy, a przesuniecia
pozostatych sa prostopadie do odpowiednich sil stycznych. W wyniku mamy catkowita elementarna
prace ' - ' '

dL = (0 £+ 0, 6,4 1) ddx dy. (e)

Sumujac prace dL dla wszystkich kostek sktadajacych sig na tarcze i uwzgledniajac przy tym zaleznosci
(d) otrzymamy, zgodnie z ogdlng regula, szukane przesunigcie f jako

f= ff [L (04 Gy — 10y Gy— 10, 0+ 0,5,)+ T_?] 8dxdy, ©.11)
E G

~ gdzie catkowanie obejmuje cale pole F tarczy.

Zadania

1. Okresli¢ uogolmonq site I, ,,mierzaca” kat ¢ wzgl@dnego obrotu belek AB i BC potaczonych
przegubem na podporze B (rys. 9.34). ‘
Odp. Dwa przeciwne momenty M — 1 N m, z ktorych jeden obciaza belke AB, drugi belke BC.

Ly ] 1—*[1———1—
o -<——Cl1—-—¢—b1---
P b
A ) E 1)) B
Y = = %
22 R = 5,
o 7

—
.
15
—
P-4
T
<=
|2

[ 3

Rys. 9.35.

2. W belce 4B (rys. 9.35) chcemy znalezé pionowe przesuniecie fz punktu £ wzgledem prostej
przechodzacej przez punkty C i D. Jaka jest uogo6lniona sila I, dla tego przesunigcia ?

Odp. Oznaczmy f&, f§, f§ pionowe przesuniecia punktow C, D i E w nieruchomym ukladzie odnie-
sienia. Z rysunku

fe :fE—UC* ba/h)~([5 afly)

i po wstawieniu do (9.6) otrzymujemy
Iioo = 1-fe = L fE—(1-by L) fE—(a, /1) [}

Tak wigc szukana uogdlniona sita sklada sie z trzech sil: jeanS'tkOWCJ w E sklerowanej do dolu (praca
dodatnia) i sit (1-b,/1,), (1-a;/l,) przytozonych odpowiednio w Ci D skierowanych do géry (praca
ujemna). Widaé, ze te sily sa w rownowadze.

3. Obliczy¢ kat wzglednego obrotu przekrojow 4 i B w belce (rys. 9. 24)

Odp. Uogélniona sita jak na rys. 9.29b; &,5 = PI?/8EJ,.

4. Wyznaczryc katy obrotu w plaszczyznach xy, yz i zx przekroju 4 konstrukql (rys. 9.16), jesli
Pr=0,P, =P, = ~2kN, a=b=c=1m, a prety wykonano z rury (D- = 10cm, D, =9 cm;
E=256G=2- ]05 MPa),
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Rozwiazanie. Wykorzystujqc; wyniki z rys. 9.16 ustalamy najpierw przebieg momentow gnacych
i skrecajacych dla obcigZenia rzeczywistego (rys. 9.36), przy czym rzedne M, odkladamy w plaszczy-
znach ich dziatania po stronie widkien $ciskanych, a znak M, ustalamy jak na rys. 3.5. Ponadto obli-

czamy sztywnosci
El, = EJ. = n (D}—D}) E[64 = 3,48-10° Nm2?, C=GJ, =2,64-10° Nm?,

jednakowe dla wszystkich pretow.

obcigienie rzeczywiste obcigZenie jednostkowe (,,LnL[erzqce odksztatcenia™)
A

Rys. 9.36. Przyklad okreélenia katéw obrotu przekroju 4 w konstrukcji z rys. 9.16

,,Czujnikami” mierzacymi szukane katy sa jednostkowe momenty M’, M”', M""’, ktérymi kolejno
obciazamy przekrdj A i dla ktérych oddzielnie okreslamy przebieg moment6w gnacych i skrecajacych,
jak podaje rysunek. Stosujac teraz wzdr (9.9) i uwzgledniajac, ze sztywnosci sa stale, widzimy, ze
obliczenie sprowadza sie¢ do okreSlenia calek z iloczyndéw rz¢gdnych odpowiadajacych sobie wykresow.
Wynika stad bez Zadnych rachunkéw, ze ‘

(ﬂA).!z == 0 3
gdyz w zadnym z pretéw odpowjadajace sobie wykresy M, i m badZ M; i m; nie sa jednoczesnie roine
od zera. Dia przykladu, w precie BC M, dziata w plaszczyimie xy, a wywolany przez M’ =1 Nm
moment m jest w plaszczyznie xz i odpowiednie sktadniki wzoru (9.9) sa réwne zeru. Podobnie mamy

tu M, # 0, ale m, = 0.
Przy ckredleniu pozostalych katow stosujemy skrocony sposob catkowania wedtug wzoru (9.3).

I tak
.pret BC pret CD
2-10%-1 1
0w = [ 2) 1 42:10%- 1} - —0,86-10-2
( A)xy [( ) ) -+ ]3,48'105 y 6-10 rad,
) pole rz_égm pole n-q‘d-na .
2-10%-1 1 1 2-1034-4-103 1
0., = ey —L __ 1(—2-10% 1)1 A=) ——r
@l 2 D ggaer P YIRT +( 2 1)( REVTRTIE
pret AB pret BC . . pret CD
skad ($4)y: = —1,91-10-? rad. Dodatnia warto$¢ (#.)s, Swiadczy, Ze obrét w tej plaszczyZnie jest

zgodny ze zwrotem M’’, natomiast kat (8,),. jest ujemny, a wigc ma zwrot przeciwny niz M’’’
5, W rozwiazaniu zadania 4 zastosowano uproszczony wzor (9.9). Czy zastosowanie pelnego wzoru

(9.5) zmieni wynik? ‘ .
Odp. Nie, albowiem przy dziataniu M’, M i M sityn=01i1t = 0.
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6.‘Wyznaczyé poziome i pionowe przesuni¢cia przekroju A preta (rys. 9.32a) przyjmujac, Ze
jest on stabo zakrzywiony.

Odp. Dla rzeczywistego obciazenia sila P w przekroju D mamy

M, = Pr(l—cosx), N=~Pcosa, T=Psinx,
a przy obciaZeniu sita P, = 1 N, jak na rys. 9.32Zb,
m=rsinoe Nm/N, n= —sinoe N/N, ¢=-<cosa N/N. .

Poniewaz pret jest stabo zakrzywiony, stosujemy wzdr (9.9), z ktorego zostaje tylko pierwszy sklad-
nik, przy czym ds =rdo i

w2 wi2

M mrdu P “Pr3
S poziome = f = f (1 —cos &) sin & dox = 2£J, .

Przykladajac pionowa sit¢ P. =1 N o zwrocie jak sila P mamy
m=r(l—cosa) Nm/N, n=cosx N/N, ¢=sina N/N,

i z wzoru (9.9) poszukiwane pionowe przesunigcie

nf2

fplonowe =~ J

2 . 2 3 —
Pr(l—cosx)’rdax _ Pr® 3m—8 _ 450 Pl
EJ, EJ, 4 EJ,

Tak wiec przekrdj A przesuwa si¢ na lewo i do dolu

7. Wyznaczyé kat obrotu ¢, przekroju A4 preta (rys. 9.32a).

Odp. #, = (Pr?/2EJ,) (r—2), zwrot wspolzegarowy.

8. Zbada¢ wplyw sit wzdtuznych i tnacych oraz wptyw krzywizny na wyniki zadania 6, jesli r =
= 50cm, J, = 179 cm*, 4 = 21 cm?, E/G = 2,6, y = 1,6.

'Odp. Z wzoru (6.22) e = J,/Ar = 0,111 cm i wzoru (9.10) mamy

pr3 e E 1\ Pr?
ome T 1+ —{2p = —1 = — '1,016 ’
Sportome = 5, [ r ( Y6 )] 27,
In—8 Prd e nyE in—8 Pr?
onowe 1 — (8 —% - —+1,028.
So 4 E, [ *Gr—®r ( TG )] & EJ,

Tak wiec wptywy te sa ~1,5% i ~3°%, wartosci poprzedmch A

9. Obliczyé pionowe przesunigcie punktu A pierscienia (rys. 9. 17) przyjmujac, ze wymiary prze-
kroju sa mate w stosunku do r.

Odp. Przebieg M, i M, jest juz znany (patrz wzory bic arte 9.2). Z tychize wzordéw dla P, =1 N
przytozonej w A mamy

m=rsinoe Nm/N, m,= —r({l—cosa) Nm/N

i z wzoru (9.9), przy wprowadzeniu ds = r d&, otrzymujemy po wykonaniu calkowania w granicach
« (0; 3n/2)
Pr3

4
= 9 qr ey 2
fa 5, [3 ot £l ( rr+8)] T [4+ E"'C (9m +12n:+4)],

gdzie EJ, — sztywno$¢ na zginanie wzgl@dem giéwnej osi y lezacej w plaszczyinie pierScienia, C =
sztywnos$¢ na skrecanie. A

10. Dowie$¢, Ze w obcigzonym przestrzennie ustroju plaskim, jak na rys. 9.14, 9.17, nie ma Zadnych
przemieszczen w jego plaszczyinie, jesli w niej leza gtowne centralne osie przekrojéw wszystkich pretow.

Odp. Przy obciazeniu jednostkowym (,czujniku”) lezacym w tej plaszczyinie mamy: m, # 0,
n#0, 1,70, ale my =0, my = 0, £, = 0 (rys. 9.31). Przy obciaZeniu rzeczywistym jest na odwrét:
M,#0, M,#0iT,#0,za8 M\, =0, N=0, T, =0, wobec czego we wzorze (9.8) wszystkie ilo-
czyny M, m,, ... s3 tozsamosciowo réwne zeru i f = 0, c.b.d. d.
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11, We wzorze (9.2) pierwszy itrzeci skladnik otrzymano jako prace wypadkowej sity #n i momentu m
na przesunieciach du i d& (rys. 9.21). Dowie$¢, ze wynik ten mozna otrzyma¢ z wzoru (9.11).

Rozwiazanie. W elemencie preta (rys. 9.37) pod dziataniem M, i N oraz m i n powstgja tylko
ndprezenia o, i o, podane na rysunku i wzor (9.11) przybiera posta¢ '

df = EEL [ U=Myzld) £ (N (= mzi 1)+ (nf4)] d A,

gdzie calkowanie obejmuje cale pole A przekroju preta. Po wymnozeniu i uwzglednieniu, ze f z*dA =
A

= J,, [ zd4 = 0, otrzymujemy
A

df = (M, m ds/EJ,) +(Nn ds/EA) ,

a dla calego preta sume tych wyrazen jak w art. 9.3 [patrz wzor (9.2) oraz {c) i (d)].

Rys. 9.37, Oznaczenia do zadania 11 Rys. 9.38. Oznaczeni:; do zada-
' ' nia 12

12. Stosujac postgpowanie jak w zadaniu 11 obliczy¢ prace sity tnacej r na przesunigciu dwy (rys. 9.21)
i okresli¢ stad wartos¢ .

Rozwiazanie. W elemencie preta (rys. 9.38) dzialanie sit T i # wywoluje tylko naprezenia styczne
okreslone z wzoru (5.18) ’

T, =TS, b., t.=18S9,b, )
o 7 i
i z wzoru (9.11) otrzymujemy dla elementu preta

TSE 8G . S z
g = 95 [ 150 15, Trds' A [ ] dA:

TG v J, b, J,b. . GA 2 b.
A y A
konfrontujac ten wynik z $rodkowym czlonem wzoru (9.2) mamy .
4 s@1? .
Y=— [——g——] dA 9.12)

2
v Jy 4
jako wartos$¢ bezwymiarowego wspotczynnika y. Dla przekroju na przyklad prostokatnego mamy we-

dlug rys. 5.40
A=bh, U, = bh?/12, S;z’ = (bf2) [(W*/4)—2%], b.=0b=const, dA=0bdz .

i granice calkowania (—#/2; +#/2), skad w wyniku y = 1,2, Podobnie postepujemy w przypadku
innych przekrojow. Wiarygodnosé tak obliczonych wartosci y jest rzedu 1094 z uwagi na upraszcza- |

jace zatoZenia lezace u podstaw wzoru (5.18).
13. Pomijajac wplyw sit wzdluznych i tnacych orzec, jak zmienia si¢ przemieszczenia punkgéw
danej ramy obciazonej sitami skupionymi, na przyklad z rys. 9.16, jesli zwigkszy¢ dwukrotnie tylko

dlugosci pretow?
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'Odp.'Wzrosna o$miokrotnie, gdyz w odpowiadajacych sobie punktach ustrojow rzedne wykresow -
M,, ..., m; wzrosna 'dwukrotnie, a zamiast, dlugosdci ds wystapi 2 ds i wszystkie wyrazenia podcatko-
we wzrosna o$miokrotnie, a granice calkowania nie zmienia sie.

14. Jak zmienia si¢ katy obrotu odpowiadajacych sobie przekrojéw pierwotnej i powiekszonej
ramy z zadania 137

Odp. Wzrosna 4-krotnie, bo m,, m, i m, nie zmienia si¢,

15. Czy wynik zadania 13 jest stuszny dla kratownic?

Odp. Nie; patrz zadania 4 i 5 art. 9.3.

16. Zakladajac w zadaniu 9, ze P = 0, mamy Jf proporcjonalne do r* i dwukrotny wzrost r daje
16-krotny wzrost f, a nie 8-krotny jak w zadaniu 13. Skad sie bierze ta roznica?

Odp. Momenty M, i M, sa tu kwadratowymi funkcjami r, a nie liniowymi, jak to bylo w zadaniu 13.



